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Введение 
Магнитодипольное взаимодействие между феррочастицами, входящими в состав 
феррожидкостей, может обусловливать обратимое образование и распад агрегатов (кла-
стеров) магнитных частиц с изменением магнитного поля и температуры. Каждый из аг-
регатов характеризуется количеством объединенных феррочастиц и собственным магнит-
ным моментом. По существу, феррожидкость переходит в состояние с новой микрострук-
турой, отличающееся от состояния одиночных взаимодействующих феррочастиц наличи-
ем кластеров, содержащих конечное число феррочастиц. То обстоятельство, что посредст-
вом магнитного поля оказывается возможным управлять внутренним строением намагни-
чивающихся сред, предоставляет возможности создания новых технологических нанома-
териалов. Поэтому магнитные жидкости с изменяющейся микроструктурой составляют 
объект заинтересованного изучения. Основными методами экспериментального исследо-
вания микроструктуры магнитных жидкостей являются оптические, вискозиметрические, 
акустические и методы измерения намагниченности. 
В последние годы появилось значительное количество работ, в которых описыва-
ются эксперименты с пленками намагничивающихся жидкостей (феррожидкостей) [1-5]. 
Под влиянием внешнего магнитного поля феррочастицы, входящие в состав жидкости, 
образуют регулярные упорядоченные конфигурации, структура которых определяется на-
правлением и величиной поля, жидкость становится анизотропной и, соответственно, из-
меняются условия взаимодействия ее с оптическим излучением. Зависимость оптических 
свойств намагничивающихся жидкостей от магнитного поля открывает новую область их 
практического использования – магнитооптику [2]. В связи с возможными магнитоопти-
ческими приложениями весьма актуальными представляются экспериментальные и теоре-
тические исследования процессов, происходящих с феррочастицами в жидкости под дей-
ствием внешнего поля, и математические модели, описывающие эти процессы. Подроб-
ный перечень публикаций по этой тематике и их характеристика имеется в статье [6], по-
священной исследованию закономерностей конденсации феррочастиц в отсутствие внеш-
него поля. Структурные превращения в феррожидкостях в полях разной интенсивности 
рассматриваются в недавно появившихся работах [7-10]. В [7] теоретически исследованы 
 столбчатые конфигурации феррочастиц в пленках жидкости, получены оценки для гео-
метрических параметров гексагональных структур в поле, ортогональном пленке. Авто-
рами работы [8] изучалась зависимость статических магнитных свойств феррожидкостей 
от размеров и концентрации частиц, установлена зависимость вида кривой намагничива-
ния от наличия в жидкости цепочечных агрегатов. В статье [9] приводятся результаты ис-
следования поведения феррожидкости в сильном магнитном поле, в рамках теории сред-
него поля показано, что при температурах, меньших некоторого критического значения, 
происходит фазовый переход второго рода и в жидкости образуются слоистые структуры. 
В [10] анализируется влияние толщины слоя жидкости на форму возникающих в ней про-
странственных структур.  
Особенностью указанных работ является вносимое авторами предположение о на-
личии в феррожидкости сформированных агрегатов магнитных частиц. Непосредственно 
процессы возникновения и динамики агрегатов в них не исследуются. Простейшая мо-
дель, описывающая процессы агрегации в магнитной жидкости, предложена в работе [11]. 
В отличие от модели намагничивающейся жидкости И.Е.Тарапова [12], в [11] учитывается 
диполь-дипольное взаимодействие феррочастиц в приближении самосогласованного поля 
и возможность образования из них цепочечных агрегатов. Равновесная намагниченность 
среды с изменяющейся микроструктурой определяется двумя дополнительными парамет-
рами - средним числом частиц в агрегатах 1    и параметром эффективного магнитного 
поля  , учитывающим поле, создаваемое частицами. Возникновение и разрушение агре-
гатов, т.е. изменение микроструктуры жидкости, рассматривается как фазовый переход 
второго рода и описывается системой двух квазилинейных уравнений  параболического 
типа относительно   и  . Равновесная кривая намагничивания среды исследована в ра-
ботах [13, 14], там же получены условия существования волновых режимов типа волн пе-
реключения. В статье [15] представлен качественный анализ системы в предельном слу-
чае, когда диффузионными явлениями в жидкости можно пренебречь. В [16-20] рассмат-
риваются пространственные и пространственно-временные структуры типа статических и 
бегущих автосолитонов и периодических страт, которые образуются в жидкости в посто-
янном однородном магнитном поле.  
Настоящая работа носит обзорный характер, она содержит результаты исследова-
ния пространственных структур, описывающие процессы перераспределения феррочастиц 
в покоящейся намагничивающейся жидкости, наблюдаемые в экспериментах. 
 
 
 
 1. Термодинамическое равновесие и устойчивость намагничивающихся сред 
1.1. Условия термодинамического равновесия. 
Исследуем термодинамическую устойчивость равновесных состояний намагничи-
вающейся среды в случае произвольного изотропного закона намагничивания. В настоя-
щем разделе с использованием термодинамического принципа Планка такое исследование 
проводится для многокомпонентных намагничивающихся сред.  
Рассмотрим замкнутую термодинамическую систему "среда, магнитное поле", ко-
торая характеризуется следующими параметрами: внутренней энергией U , энтропией S  
и источниками магнитного поля - токами j

, текущими в проводниках. Бесконечно малые 
изменения этих параметров в равновесном процессе описываются уравнением [21]  
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где T  - температура среды, предполагаемая постоянной по объему среды; H

 = 
напряженность магнитного поля; 4B H M 
  
 - намагниченность. В дальнейшем 
рассматривается изотропно намагничивающаяся среда, так что B H
 
;   - магнитная 
проницаемость. Объем среды не является характеристикой системы, поскольку система 
занимает все пространство; интегрирование в (1.1) проводится по всему пространству.  
С учетом уравнений электродинамики  
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 (1.2) 
и граничных условий на поверхности   проводников  
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запишем уравнение (1.1) в виде  
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Здесь A 

 - касательная составляющая вектора A

 на поверхности  ; i

 - плотность 
поверхностных токов; n

 - единичная нормаль к  . При получении формулы (1.4) учтено, 
что при удалении от ограниченной области пространства, занятой средой и проводниками, 
напряженность магнитного поля и векторный потенциал с расстоянием R  асимптотичес-
ки убывают как 21/ R  и 1/ R  соответственно, так что интеграл по бесконечно удаленной 
поверхности равен нулю.  
 Из (1.4) следует, что энтропия системы экстремальна ( 0)S   при постоянных 
энергии и потенциале A

 магнитного поля. Характер экстремальности выясняется с прив-
лечением второго закона термодинамики. Поскольку внутреннее производство энтропии 
неотрицательно, то в общем случае неравновесного процесса справедливо неравенство  
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В соответствии с теорией Гиббса-Дюгема [22] система должна оставаться в равно-
весном состоянии, если ни одно возмущение равновесного состояния не может удовлет-
ворять этому неравенству. При этом возмущения не обязательно вызываются внешними 
воздействиями; отклонения макроскопических величин от их средних значений могут 
быть обусловлены и молекулярными флуктуациями. Отсюда следует, что при постоянных 
U  и A

 выполняется неравенство 0S  , т.е. энтропия максимальна в состоянии устойчи-
вого термодинамического равновесия (принцип Планка). Выясним условия, которым удо-
влетворяют равновесные состояния многокомпонентных намагничивающихся сред.  
Будем считать, что среда состоит из n  компонентов, c  - массовая концентрация 
компонента   ( 1 2 )n    ,  
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В силу гипотезы о локальном равновесии для массовых плотностей внутренней 
энергии u  и энтропии s  выполняется тождество Гиббса  
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где 1    - удельный объем;   - плотность среды; p  - давление;   - парциальные 
химические потенциалы. Здесь и в дальнейшем принято правило суммирования по 
повторяющимся индексам, если не оговорено противное.  
Предполагая постоянство энергии системы и постоянство масс составляющих сре-
ду компонентов, получим условие равновесия в виде  
 0S    (1.6) 
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где 1 2     - неопределенные множители Лагранжа, которые предполагаются 
 независимыми от координат. Учитывая, что вариации термодинамических переменных 
связаны равенством (1.5), получим  
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Приравнивая нулю коэффициенты при вариациях независимых параметров 
u c      получим неизвестные множители Лагранжа  
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1n  множителей Лагранжа 1 2     постоянны в равновесном состоянии. Эти 
множители в изотропной среде являются функциями /T B c    , среди которых 2n  
независимых. Отсюда следует, что равновесное состояние среды не обязательно является 
однородным. В этом состоянии, кроме уравнений (1.2), (1.3) должны выполняться 
дополнительные условия для поля. Действительно, положив множители Лагранжа 
равными (1.8) и учитывая однородность температуры, из (1.7) получим в изотропной 
среде  
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В проводниках по условиям варьирования 0A 

, вне проводников отсюда полу-
чаем второе уравнение электродинамики  
 0rot H  

 (1.9) 
Таким образом, если уравнениям (1.2), (1.9) и граничным условиям (1.3) в случае закона 
намагничивания  
 1( )nT H c c        (1.10) 
удовлетворяет решение H const , то равновесным состоянием является однородное 
состояние (все параметры среды постоянны). В общем случае, когда H const , 
полученные ниже условия являются условиями локальной устойчивости.  
Отметим, что в силу уравнения (1.9) для выполнения принципа максимума энтро-
пии в равновесных состояниях достаточно требовать постоянство энергии и постоянство 
 потенциалов магнитного поля только в проводниках. Этим условиям можно удовлетво-
рить, если магнитное поле создается сверхпроводящими соленоидами. 
1.2. Условия термодинамической устойчивости. 
Условия термодинамической устойчивости равновесных состояний даются нера-
венством  
 2 2 0S sd      (1.11) 
Рассматривая s  как функцию переменных 1 nu B c c        с использованием тож-
дества (1.5), получим  
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Распишем здесь вариации s H       в переменных T p B c   , воспользова-
вшись следующими термодинамическими тождествами, выражающими равенство сме-
шанных производных и следующих из (1.12): 
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Здесь: 
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- удельные теплоемкости среды. 
В результате проведенных преобразований выражение для 2s  приводится к виду 
характеристической квадратичной формы:  
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Из (1.11), (1.14) получаем следующие условия устойчивости локально равновесных 
состояний намагничивающейся среды  
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Более удобным является использование термодинамических переменных 
1, nT H c … c     вместо переменных T p B c   . В этих переменных для термодинамичес-
кого потенциала /(4 )f u Ts BH     на основании (1.5) получим  
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Отсюда в случае изотропного закона намагничивания (1.10) следует  
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где 0f  - массовая плотность свободной энергии Гельмгольца в отсутствие поля. Решение 
(1.17) уравнения (1.16) справедливо для сред, не обладающих магнитными свойствами в 
нулевом поле. Равенства (1.16), (1.17) определяют основные термодинамические функции 
изотропно намагничивающейся среды в переменных T H c    в виде  
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Здесь и в дальнейшем, если не оговорено противное, буквой в позиции нижнего 
индекса обозначается частная производная, например:  
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Верхний индекс "0" обозначает термодинамические функции среды в нулевом поле:  
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Формулы (1.18) являются "рабочими" в гидродинамике намагничивающихся сред 
[12,23]. Поэтому возникает потребность в формулировке условий (1.15) в новых перемен-
ных. Для этого воспользуемся следующими термодинамическими тождествами:  
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 (1.19) 
Приведенные тождества следуют из того обстоятельства, что равенство (1.16) явля-
ется уравнением в дифференциалах. 
Из (1.15) и (1.19) имеем следующие условия устойчивости:  
термическая устойчивость:  
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механическая устойчивость:  
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магнитная устойчивость:  
  0
B
H
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 
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 (1.22) 
диффузионная устойчивость:  
 00 0c c c c               (1.23) 
Магнитная и диффузионная устойчивость являются частным случаем магнитодиф-
фузионной устойчивости, для обеспечения которой при выполнении (1.20) – (1.23) необ-
ходимо требовать положительности определителя в (1.15). В (1.20) – (1.23) и в дальней-
шем все частные производные вычисляются в переменных H cT H c c         и p H cc    - уде-
льные теплоемкости среды при постоянных удельном объеме, напряженности поля, кон-
центрациях и постоянных давлении, напряженности поля и концентрациях. После точки с 
запятой выписаны условия термодинамической устойчивости среды в отсутствие поля 
[22],  
 0
0
0 0
0 0
p
c p c
s s
c T c T
T T
 

  
    
          
 
 
0
0 0
1( )n
T p c
T p c … c
c






 
     
   
 
Названия для различных типов устойчивости приводятся в соответствии с приня-
той терминологией для среды в отсутствии поля. Условия (1.22) для однокомпонентной 
среды получено в [21]. Оно выражает условия взаимно - однозначного соответствия меж-
ду напряженностью магнитного поля и магнитной индукцией. Его нарушение может при-
водить к ситуациям, когда одному и тому же значению H  при постоянных концентраци-
ях, температуре и плотности отвечает несколько значений магнитной индукции, и наобо-
рот. Поэтому нами из приведенных соображений для обозначения условия (1.22) введен 
термин "магнитная устойчивость". Преобразуем выражения для величин     
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Расписывая производные в правой части в переменных T H c    и учитывая вы-
ражение (1.18) для химического потенциала  , получим  
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Функции 0 , входящие в (1.24), удовлетворяют равенствам 
0 0 1c … n                                                         (1.25) 
Поскольку свободная энергия Гиббса системы при заданных давлении и температуре 
является однородной функцией первого порядка по массам составляющих компонентов, 
то термодинамические функции среды в отсутствие поля удовлетворяют уравнению 
Гиббса-Дюгема [22,24]  
 0 0 0 0s dT dp c d       
Поэтому при постоянных 0T p  получаем 0 0c dc    . В силу независимости 
дифференциалов dc  отсюда следует (1.25). Полная система условий термодинамической 
устойчивости для нелинейно намагничивающейся многокомпонентной среды получена в 
[25]. 
1.3. Устойчивость по Ляпунову и термодинамическая устойчивость. 
Однородное равновесное состояние намагничивающейся среды, определяемое зна-
чениями параметров  0; , ,U v T H постоянные  

, устойчиво относительно малых 
возмущений  0 expU U i kx t   , если квадрат адиабатической скорости звука 2s  неот-
рицательный, /s k  . То обстоятельство, что в намагничивающейся среде скорость 
звука может быть чисто мнимой, и, следовательно, однородное равновесное состояние 
среды неустойчиво по Ляпунову, впервые было указано в работе [26]. Воспользуемся сле-
дующими представлениями для скорости s   и ,||s  скорости звуковых волн, распростра-
 няющихся в непроводящей среде соответственно перпендикулярно и параллельно маг-
нитному полю, полученными в работе [27]: 
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                                                      ,||s s s      
Из неравенств (1.20)-(1.22)  и формул (1.26) следует, что, если среда термодинамически 
устойчива, то она устойчива и по Ляпунову.  Если среда неустойчива по Ляпунову, то с 
необходимостью нарушается одно (или несколько) из условий термодинамической устой-
чивости. 
Необходимо отметить, что непосредственно в феррожидкостях условия механиче-
ской и термической устойчивости можно не рассматривать, поскольку механические и те-
пловые свойства феррожидкости, в основном, определяются свойствами жидкости-
носителя. Рассматривая феррожидкость как двухкомпонентную слабосжимаемую среду, в 
которой магнитными свойствами обладает только один компонент из (1.23)-(1.24)получим 
условия диффузионной и магнитной устойчивости в виде: 
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2. Изменение микроструктуры магнитной жидкости. 
2.1. Приближение среднего поля в намагничивающихся средах [28,29]. 
В связи с полученными уравнениями (1.18) и зависимостями (1.24) конкретные 
критерии устойчивости определяются уравнениями термодинамического состояния в от-
стутствие поля и законом намагничивания среды. В дальнейшем анализируется прибли-
жение среднего поля в полидисперсных жидких магнетиках. 
Намагниченность неидеальной среды определяется уравнением 
   0 1, , , ,...,e nM M T H c c , eH H M  , 0 0HM   , (2.1) 
 
  - параметр эффективного (среднего) поля. При  =0,   (0)M  определяет намагничен-
ность идеальной среды; в случае, когда магнитными свойствами обладает только один 
компонент, функция (0)M  представляется ланжевеновской зависимостью: 
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 1m и 1n  соответственно магнитный момент отдельной феррочастицы и количество ферро-
частиц в единице объема соответственно.  
 В зависимости от значений параметра эффективного поля из (2.2) следуют класси-
ческие теории намагничивания:  
при 0   - уравнение Ланжевена для намагниченности идеального парамагнети-
ка;  
при const   - уравнение Вейсса для намагниченности неидеального парамагне-
тика;  
при 
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
   и 1e   (случай слабых полей) - закон намагничивания Клаузиуса-
Мосотти  
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M  - масса молекулы;  
при  
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- уравнение магнитного состояния Дебая-Онзагера в виде  
 1( 1)(2 1) 3        
C использованием теории Леонтовича-Мандельштама неравновесных термодинамических 
процессов [30] можно показать, что в равновесных термодинамических состояниях пара-
метр эффективного поля зависит от определяющих параметров, причем наиболее общая 
зависимость имеет вид 
 nccMT ,...,,,, 12)0(   .                                           (2.3) 
  
Таким образом, параметр эффективного поля зависит от напряженности магнитного поля 
через квадрат намагниченности. 
Показано, что именно магнитодипольное взаимодействие между феррочастицами 
обусловливает вклад намагничивания во внутреннюю энергию и магнитострикционные 
напряжения в намагничивающихся средах. 
В [25] исследованы условия (1.27) магнитной и диффузионной устойчивости, в ча-
стности, в случае когда зависимость (2.2) конкретизируется в  виде 
2
1 2 1 2, 0, 0;M         (4) 
 
зависимость )0(M  - ланжевеновская, в случае отдельных уравнений состояния среды в от-
сутствие поля. В результате установлено, что учет только полидисперсности магнитных 
жидкостей не позволяет разъяснить расслоение жидкости на фазы в магнитном поле. 
Магнитные жидкости следует рассматривать, как микрогетерогенные реальные коллоиды, 
 поскольку идеальные жидкости с магнитными свойствами расслаиваются в слабом маг-
нитном поле при наличии дипольного взаимодействия. 
2.2. Равновесные термодинамические модели структурирования магнитных жидко-
стей. 
При наличии агрегатов будем описывать феррожидкость в “среднем”, представляя 
магнитную фракцию в виде агрегатов (кластеров), каждый из которых объединяет  
1   феррочастиц. Количество кластеров в единице an  и их магнитный момент am  оп-
ределяются равенствами: 11 1,a an n m m 
  . Поэтому намагниченность структурирован-
ной среды определяется из равенства: 
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m H M
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
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Общую зависимость (1.29) выберем в виде: 
),(, 1
3
3
2
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При определенных ограничениях на коэффициенты ia  график )(M   имеет вид, изо-
браженный на рис.1, причем 2 1 1 10 M M m n    . 
 
Рис.1. Зависимость параметра эффективного поля от намагниченности в магнитной жид-
кости с изменяющейся микроструктурой. 
 
При изменении напряженности магнитного поля параметр   скачкообразно изме-
няется от значений )1(  на  верхней ветке OA (неструктурированная фаза), до значе-
ний )2(  на ветке BC (структурована фаза) при значении *M M  намагниченности струк-
турирования.  Из (1.18) следует, что первые производные термодинамического потенциа-
ла (1.17) не изменяются, поскольку неизменными являются намагниченность и концен-
трация магнитной фазы. Таким образом, структурирование магнитной жидкости осущест-
 вляется в результате фазового перехода второго рода. Среднее количество феррочастиц в 
возникающих агрегатах равно  
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Звездочкой обозначены значения величин в точке структурирования. Критическое поле 
структурирования H  определяется из зависимости (2.5) в виде 
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Здесь L  — функция, обратная функции Ланжевена. 
Значение H  возрастает с повышением температуры и уменьшается с возрастани-
ем температуры и уменьшается с ростом объемной концентрации феррочастиц. H линей-
но зависит от температуры, а T  - линейно от напряженности магнитного поля. Переходу 
среды в структурированное состояние на равновесных зависимостях M=M(H), M=M(T) 
соответствуют угловые точки. При этом 1* // mkMM eHT  . Указанные особен-
ности фазового перехода соответствуют экспериментальным результатам ([31, 32, 33, 34]. 
При этом среднее число феррочастиц в агрегатах, как можно оценить по формуле (2.6), 
изменяется от двух до двадцати по порядку. Показано, что структурированная фаза диф-
фузионно устойчива, но при повышении напряженности магнитного поля в интервале 
H>H* феррожидкость обязательно расслаивается на высоконцентрированную магнитную 
фазу и немагнитную фазу-носитель в связи с нарушением условий (1.27) диффузионной 
устойчивости. Параметры   и   играют роль параметров порядка системы. Постоянство 
параметров   и  соответствует системе с постоянной микроструктурой. 
2.3.Динамические фазовые переходы. 
Полная система уравнений динамики намагничивающейся среды с изменяющейся 
микроструктурой получена в работе [11]. При описании процессов структурирования 
можно пренебречь различием в массах феррочастиц и молекул жидкости-носителя. Кроме 
того, поскольку процессы структурирования осуществляются в результате микродиффу-
зии феррочастиц, положим в дальнейшем скорость жидкости равной нулю. Тогда из числа 
определяющих параметров можно исключить плотность феррожидкости и ее скорость. 
Основная система уравнений процессов структурирования будет включать уравнения ба-
ланса параметров порядка   и  , уравнения электродинамики и уравнение баланса эн-
тропии в следующем виде: 
                                166 QLdt
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Здесь она приведена при условиях пренебрежения перекрестными эффектами, взаимной 
диффузией и векторными потоками величин   и  . В соответствии со вторым законом 
термодинамики феноменологические коэффициенты 66 88, ,L L  неотрицательны. Массо-
вая плотность внутренней энергии имеет вид 
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где первое слагаемое описывает энергию микронеоднородностей в соответствии с теорией 
Орнштейна-Цернике [35], обусловленную неоднородностью параметров порядка: 01  , 
02  . Термодинамический потенциал 
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и определяется следующим образом: 
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При получении этой формулы на всем множестве значений   и   из области их измене-
ния предполагается выполненным условие парамагнитности среды, имеющее вид: 
  knmTT k 3121 . Система уравнений (2.7) замыкается следующими уравнениями со-
стояния среды с изменяющейся микроструктурой: 
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Выражения для функции    ,,,~ 0 Tf  можно получить в следующих случаях: 
1. Намагничивающаяся жидкость, микроструктура которой непрерывно изменятся 
при изменении магнитного поля.  
 Тогда, предполагая аналитичность фукнкции    ,,,~ 0 Tf  по параметрам    и  , 
в простейшем случае получим 
          212100 2
1
,
~
   AATff , (2.10) 
 
 A ,  A  - постоянные; 1  и 1  - равновесные значения параметров   и   в отсутствие 
поля,         TTTfTf ,,,,,~, 1100    - равновесный термодинамический потенциал в 
нулевом поле, удовлетворяющий уравнению: 
dpdTsdf 000  , 
0 0,s p  - энтропия и давление в отсутствие поля. В этом случае для равновесных зависимо-
стей )0(  и )0(  получаем выражения 
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Поскольку при заданных HT ,,  в состоянии )0()0( ,    обеспечивается минимум 
термодинамического потенциала, то выполняются неравенства 
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Поэтому 02  , 02  ; с возрастанием поля количество феррочастиц в кластерах возрас-
тет и одновременно возрастает магнитодипольное взаимодействие между кластерами. Ра-
венство 0)0(   определяет значения равновесных определяющих параметров, при кото-
рых в жидкости возникают агрегаты в виде капель магнитной фазы. 
2. Намагничивающаяся среда, микроструктура которой изменяется в результате 
фазового перехода II –го рода. 
В этом случае, на основании основных положений теории фазовых переходов 
Л.Д.Ландау [36], для )0(
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f  получаем выражение 
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где полином    определяется в виде 
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Построенная функция )0(f  удовлетворяет необходимым условиям в точке фазового пере-
хода *ee    
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Обобщенные термодинамические силы  Q  и  Q  имеют вид 
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Равновесная зависимость    20 M   совпадает с зависимостью (2.3) в случае 
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В равновесных состояниях среднее число частиц в кластерах, как и параметр среднего по-
ля зависит от напряженности магнитного поля через намагниченность среды. Если микро-
структура магнитной жидкости изменяется при изменении магнитного поля, то и в отсут-
ствие поля некоторое количество феррочастиц объединено в кластеры.  
Отметим, что условия устойчивости (2.11) в случае среды с непрерывно изменяю-
щейся микроструктурой эквивалентны неравенствам  
  ,0,0;0 ,22  THM   
так что устойчивым состояниям магнитной жидкости соответсвуют участки монотонно 
возрастающей равновесной зависимости ( )M M H  намагниченности. В случае жидкости 
микроструктура которой изменяется при фазовом переходе  II рода нарушается первое не-
равенство (2.11), так что такая среда неустойчива по отношению к возмущениям парамет-
ра  . Характерное время развития этой неустойчивости   тем больше, чем меньше фе-
номенологический коэффициент .066 L Поэтому, при выполнении неравенства    эта 
неустойчивость не влияет на характеристики процесса структурирования.  
Естественные граничные условия для параметров   и   следуют из условия не-
прерывности нормальной составляющей вектора плотности потока энергии на поверхно-
сти твердого тела  . Учитывая, что на    непрерывны составляющие вектора напряже-
ний  0 kik np , нормальной составляющей вектора плотности потока тепла 
 0(  kknq ), касательные составляющие напряженностей электрического и магнитного 
полей  0,0   EH

 и нормальной составляющей вектора магнитной индукции 
( 0nB 

), получаем: 
                                                        ,0;0 





 nn

                                                       (2.13) 
 
так что диффузия параметров   и   через границу отсутствует. 
Отметим, что установление равновесных распределений параметров   и  , как 
следует из (2.7), сопровождается диссипацией энергии и перераспределением температу-
ры в объеме жидкости. Предполагая теплоемкость жидкости-носителя достаточно боль-
шой, можно пренебречь этой неоднородностью, считая температуру постоянной. В этом 
случае напряженность магнитного поля и температура могут рассматриваться как внеш-
ние параметры, управляющие процессами изменения микроструктуры в подсистеме маг-
нитных частиц, входящих в состав феррожидкости. 
3. Пространственные структуры в намагничивающейся жидкости 
3.1. Постановка задачи 
Рассмотрим неподвижный объем намагничивающейся жидкости, находящейся в 
постоянном однородном магнитном поле напряженности H

. Равновесное состояние та-
кой жидкости определяется ее плотностью  , температурой T , напряженностью магнит-
ного поля H , средним числом частиц в агрегатах 1    и параметром эффективного маг-
нитного поля   Изменение магнитного состояния среды описывается системой уравне-
ний (2.7), которая приводится к виду:  
( ) ( )( ) ( )D Q H D Q H
t t
 
   
 
       
 
           
 
              (3.1) 
Функции ( ) ( )Q H     и ( ) ( )Q H     задаются выражениями:  
( ) 2 2
1 2 3
1
( ) 2 ( )( )( )
2
Q H L L                        
( )
1 2 3( ) ( ) ( ) ( )( )( )Q H f f
                        
Здесь 2 2 166 1 1( ) ,L m n
  188 1( ) ,L n kT
  2 21 1 1( ),D m n     2 1( ),D n kT     
 3 41 / ,eA n kT      
32 2 4
1 1 / ,A m n L    1 1sM m n   намагниченность насыщения жидко-
 сти, 1 1n c   M  объемная плотность феррочастиц, 1c   массовая концентрация частиц, 
которая считается постоянной, M  масса одиночной феррочастицы;  
* *: ( ) / ,sL L M M   где M    намагниченность структурирования жидкости; i   i   
( 1 3)i     равновесные значения   и   при M M    причем 1   3   2   
1 2 32        1   3   2   1 *i j sm M L     ( ) ( )i j kT        
3
1( ( ))skT m M     
4( )L     ( ) : ln( ) ( )f sh L         Параметры       D , D  и ( 0)   считаются по-
стоянными. Кроме того, предполагается выполненным условие парамагнитности среды: 
13 skT m M  . В рассматриваемом случае уравнения электродинамики в системе (2.7) и 
краевые условия для магнитного поля удовлетворяются автоматически. 
Однородные равновесные состояния жидкости h const   , h const     удов-
летворяют уравнениям:  
( ) ( )( ) 0 ( ) 0Q H Q H                                                   (3.2) 
При 1 2    функции ( ), ( )M M  , определяемые этими уравнениями, неоднозначны, 
жидкость обладает гладкой самопересекающейся кривой намагничивания, состоящей из 
девяти ветвей однозначности функции ( )M H  (Рис.2), и в разных интервалах изменения 
напряженности магнитного поля имеет от одного до девяти равновесных состояний [14]. 
Устойчивость этих состояний обеспечивается условиями (2.11): 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0, 0, : 0.Q Q Q Q Q Q                   (3.3) 
Анализ этих условий показывает, что при выполнении неравенства  
2 2
1 *
2* * 1 3*6 / ( )
s
s
m M L
kT L m M
 
  
 
 
   (3.4) 
две ветви кривой намагничивания 21 и 23 содержат асимптотически устойчивые однород-
ные равновесные состояния, при  
22 2
1 * 1 *
1* * 1 3* 2* * 1 3*/ ( ) 6 / ( )
s s
s s
m M L m M L
kT L m M kT L m M
 
     
  
  
  (1.5) 
асимптотически устойчивые состояния принадлежат ветви 21 кривой, а если не выполня-
ется ни одно из условий (3.4), (3.5), жидкость неустойчива в любом магнитном поле. В 
дальнейшем рассматриваются жидкости, параметры которых удовлетворяют условию 
(3.4). 
 
  
 
 
 
 
 
 
Рис.2. Кривая намагничивания среды ( 161 10m
 эрг/Гс, 40sM   Гс, 1    0 1      
1 5     3 4     3 0 25    ) 
 
Характер решений системы (3.1) определяется видом кривой локальной связи, ко-
торая задается на плоскости ( , )   уравнением ( ) ( ) 0Q H      при H const . В работе 
[17] показано, что существует диапазон значений напряженности магнитного поля, в ко-
тором кривая локальной связи для намагничивающейся жидкости имееет V- или И-
образную форму (Рис.3), т.е. рассматриваемая система является V- или И-системой [21], 
соответственно, причем ( ) 0Q    под кривой и ( ) 0Q    - над кривой. В этом случае график 
зависимости ( )Q   от   при фиксированном   качественно воспроизводит кривую локаль-
ной связи и тоже имеет V- или И-образный вид. Другой существенной характеристикой 
системы является кривая уравнения состояния, которая задается на той же плоскости 
уравнением ( ) ( ) 0Q H      при H const . Для намагничивающейся жидкости в указан-
ном диапазоне значений H  она имеет S-образную форму, причем справа от кривой 
( ) 0Q   , а слева - ( ) 0Q   .  
Исследуем представляющий интерес для практики случай К-системы [37], для ко-
торой D D  . В К-системе параметр   изменяется в пространстве значительно медлен-
нее, чем параметр  , и   является быстрой переменной, а параметр   — медленной пе-
ременной.  
В работе рассматриваются стационарные неоднородные решения системы (3.1) ти-
па статических автосолитонов и периодических страт.  
3.2. Слоистые и полосообразные  структуры 
Пусть намагничивающаяся жидкость находится между двумя параллельными бес-
конечными немагнитными пластинами в магнитном поле, параллельном пластинам. Нача-
ло прямоугольной декартовой системы координат O  выберем в середине слоя жидкости, 
 ось Ox  направим перпендикулярно слою, а ось Oy  вдоль магнитного поля. Рассмотрим 
одномерные стационарные решения системы (3.1), которые удовлетворяют уравнениям: 
2
( )
2
( ) 0
d
D Q H
dx



          (3.6) 
2
( )
2
( ) 0
d
D Q H
dx



          (3.7) 
и краевым условиям: 
0 0
2 2 2 2
d L d L d L d L
dx dx dx dx
                        
       
                      (3.8) 
где L  толщина слоя жидкости. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис.3. Кривые локальной связи (1 - 1H э , 2 - 10H э , 3 - 20H э , 4 - 30H э ) 
 
Страты в системах малого размера. В слое жидкости, для которого 
2D L D    (система малого размера), параметр эффективного магнитного поля при-
нимает практически одинаковые значения во всех жидких частицах: c const   , а 
функция ( )x является решением задачи: 
( ) ( ( ) ) 0cQ x H
                                                      (3.9) 
0
2 2
l l
           
   
                                                  (3.10) 
/ 2
( )
/ 2
( ( ) ) 0
l
c
l
Q z H dz  

   .                                               (3.11) 
 Здесь штрихом обозначена производная по безразмерной переменной /z x D , 
: /l L D . Соотношение (3.11) получено в результате интегрирования уравнения (3.6) по 
толщине слоя жидкости с учетом краевых условий (3.8) для  . 
Фазовый портрет динамической системы, к которой сводится уравнение (3.9), оп-
ределяется величиной c . Если c     , где     — точки минимума и максимума 
кривой локальной связи, соответственно, система имеет три неподвижные точки (обозна-
чим их 1   2   3 ; 1 2 3    ): седловые точки 1 , 3  и центр 2 . Рассмотрим то значение 
c s  , при котором выполняется условие:  
3
1
( ) ( ) 0sQ H d



     .     (3.12) 
В этом случае на фазовой плоскости системы имеется ячейка, ограниченная двумя сепа-
ратрисами, одна из которых выходит из седла 1  и входит в седло 3 , а другая выходит из 
седла 3  и входит в седло 1 . Близкая к границе ячейки замкнутая траектория соответст-
вует широкой страте в центре слоя жидкости. Страта содержит участки плавного и резко-
го изменения параметра  : на плоскости ( )   плавные изменения   происходят в малых 
окрестностях точек 1( )s  , 3( )s  , а резкие изменения — вдоль отрезка 1 3     пря-
мой s   Для горячей (холодной) страты среднее число частиц в агрегатах в середине 
отрезка / 2 / 2l z l    больше (меньше), чем вблизи границы. Из интегрального условия 
(3.11) определяется ее размер: для горячей страты [17] 
( )
1
( ) ( )
1 3
( )
( ) ( )
s
s
s s
Q H
l l
Q H Q H

 
 
   
 

    
, 
для холодной страты 
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Решение типа широкой страты существует только в том случае, когда дробь, стоя-
щая в правой части, положительна.  
На рис.4 показаны структуры, которые образуются в намагничивающейся жидко-
сти при различных значениях напряженности магнитного поля ( a  - горячая страта, b  - 
холодная страта). Расчеты проводились при следующих значениях параметров модели: 
16
1 10m
  эрг/Гс, 40sM   Гс, 1    0 1      1 5     3 4     3 0 2    . В представленном 
 на рис.3 диапазоне изменения напряженности магнитного поля ширина горячей страты с 
ростом H  увеличивается, а холодной - уменьшается, при этом высота страты 
3 11 1        существенно не изменяется и согласуется с оценкой для числа частиц в 
цепочечных агрегатах, приведенной в работе [38]. На рис.5 показано распределение на-
магниченности в слое жидкости.  
Кроме одиночной горячей или холодной страты задача (3.9) - (3.11) имеет множе-
ство периодических решений в виде последовательности одинаковых страт периода 
pl l N   ( N  - натуральное число), они удовлетворяют условиям: 
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2 2 2 2
p p p pl l l l   
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   (3.13) 
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     (3.14) 
Периодическим решениям соответствуют замкнутые траектории, расположенные 
внутри ячейки, ограниченной сепаратрисами.  
Значение pl  задается выражением: 
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l 2
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
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 
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,    (3.15) 
где t n,   точки пересечения траектории с осью абсцисс   на фазовой плоскости. Урав-
нения (3.14), (3.15) образуют систему относительно периода pl  и одной из точек пересече-
ния, например t .  Вторая точка n  находится из условия: 
( ) ( ) 0
n
t
sQ H d



     . 
Широкие статические автосолитоны. В случае 2D D L    (система большого 
размера) изменение параметра эффективного магнитного поля   в жидкости сопоставимо 
с изменением параметра  , а уравнения (3.6), (3.7) в безразмерных переменных имеют 
вид: 
( )Q ( , ; H ) 0      2 ( )Q ( , ; H ) 0      ,  (3.16) 
где штрихом обозначена производная по безразмерной переменной /z x D , 
 / 1D D    . 
 
 
 
 
 
 
 
Рис.4. Широкие страты в намагничивающейся жидкости ( 1 - H 15э , 
2 - H 18э , 3 - H 21э ),   - число частиц в агрегатах. 
 
 
 
 
 
 
 
Рис.5. Распределение намагниченности в слое жидкости ( 1 - H 15э , 2 - H 18э , 
3 - H 21э ). 
Уравнения (2.11) можно представить в виде динамической системы четвертого по-
рядка: 
, , ,i iX f i 1 2      , ,i iX f i 3 4   ,   (3.17) 
где ,1X   2X   , 3X  , 4X  , 1 2f X , 
   , ;2 3 1f Q X X H
  , ,3 4f X  
   , ;4 3 1f Q X X H
  . 
Два первых уравнения (3.17) содержат малый параметр при производной и система 
является сингулярно возмущенной [39]. Приближенное решение такой системы может 
быть получено методом пограничных функций.  
Функция, определяющая зависимость ( )Q   от   при фиксированных   и H , имеет 
три корня. В этом случае может существовать решение, описывающее переход   с корня 
на корень, или решение с внутренним переходным слоем. Такое решение определяет ста-
тический автосолитон [37]. Статический автосолитон симметричен относительно точки 
z 0 , при z  стремится к однородному равновесному состоянию h  , h  , а при 
 некотором значении 0z z  (точка перехода) быстрая переменная резко переходит с одного 
корня на другой корень.  
Распределение параметров   и   в статическом автосолитоне представлено на 
Рис.5. 
 
 
 
 
 
 
Рис.6. Форма статического автосолитона 
 
Из симметрии автосолитона относительно точки z 0  следует, что при построении 
его формы достаточно рассмотреть два участка: :m 1  /0 s0 z z l 2    и :m 2 0z z    
где sl  - безразмерная ширина автосолитона. 
Граничные условия для неизвестных функций  iX z  на каждом из участков име-
ют вид: 
    ,12X 0 0       
    ,14X 0 0       
    ,2 h1X         
    ,2 h3X     (3.18)
         , ,1 2i 0 i 0X z X z i 1 4       (3.19) 
Первые два равенства – это условия симметрии. Последнее соотношение – условие 
непрерывности параметров ,   и их производных.  
Согласно теории сингулярных возмущений [39] решение задачи (3.17) - (3.19) ище-
тся в виде суммы регулярной части и погранслойной части: 
         , , , , , ,m m mi i iX X X i 1 4 m 1 2        (3.20) 
где  , /0 0z z z z       - растянутая переменная; 
   ,miX    - регулярная часть, она 
зависит от обычной переменной  ;    ,miX    - погранслойная часть, она зависит от рас-
тянутой переменной  . Погранслойные функции затухают с ростом растянутой перемен-
ной: 
        , ,1 2i iX X 0 i 1 4     .   (3.21) 
 Подставляя (3.20) в (3.17) - (3.19) и представляя правую часть в виде регулярной и 
погранслойной части, приходим к системе уравнений: 
 
   
       , ,
m m
m m1 1
2 2
dX dX
X X
d d
    
 
  
  ,   (3.22) 
   
      , ,
m m
m2 2
2 i 2
dX dX
f X f
d d
    
 
  
  ,   (3.23) 
   
       , ,
m m
m m3 3
4 4
dX dX
X X
d d
      
 
  
  ,   (3.24) 
   
      , ,
m m
m4 4
4 i 2
dX dX
f X f
d d
      
 
  
  ,   (3.25) 
где  
               , , , , , ,m m mi i i i i if f X X f X i 2 4            , 
и краевым условиям: 
   1 02X z 0  ,    
   1 04X z 0  ,   
    ,2 h1X      
    ,2 h3X   (3.26) 
                , ,1 1 2 2i i i iX 0 X 0 X 0 X 0 i 1 4     .  (3.27) 
Асимптотическое разложение для регулярной и погранслойной части ищется в ви-
де степенных рядов по малому параметру: 
               , , ,, ... ...
m m m mk
i i 0 i 1 i kX X X X          
      (3.28) 
               , , ,, ... ...
m m m mk
i i 0 i 1 i kX X X X             (3.29) 
Эти разложения подставляются в уравнения (3.22)-(3.25) и краевые условия (3.26)-
(3.27), а затем приравниваются коэффициенты при одинаковых степенях  . При этом 
учитывается, что регулярная функция не может равняться погранслойной функции, поэ-
тому отдельно приравниваются коэффициенты, зависящие от обычной переменной  , и 
отдельно - коэффициенты, зависящие от растянутой переменной  .  
Для первых членов разложений из дифференциальных уравнений получаем: 
   , ,
m
2 0X 0 
        ,m2 i 0f X 0  ,  (3.30) 
 
   , ,
m
m1 0
2 0
dX
X
d


 ,  
 
,
,
m
2 0
2 0
dX
f
d
 ,   (3.31) 
  
,
m
3 0dX 0
d
 ,   
 
,
m
4 0dX 0
d
 ,   (3.32) 
 
   , ,
m
m3 0
4 0
dX
X
d




 ,  
 
    , ,
m
m4 0
4 i 0
dX
f X
d




 , (3.33) 
где 
             , , , ,m m m2 0 2 2i 0 i 0 i 0f f X 0 X f X 0    . 
Подстановка разложений в краевые условия дает: 
   ,
1
04 0X z 0 
 ,       (3.34) 
   ,
2
h1 0X   ,   
   ,
2
h3 0X  
 ,   (3.35) 
       , ,
1 2
2 0 2 0X 0 X 0 ,      (3.36) 
               , , , ,
1 1 2 2
1 0 1 0 1 0 1 0X 0 X 0 X 0 X 0  
  ,   (3.37) 
       , , , ,
1 2
i 0 i 0X 0 X 0 i 3 4 
  .     (3.38) 
Из (3.32) и (3.21) следует: 
   ,
m
3 0X const 0   ,  
   ,
m
4 0X const 0   ,  (3.39) 
т.е. в асимптотическое приближение для медленной переменной   входит только 
регулярная часть.  
Выпишем уравнения и краевые условия, которым должна удовлетворять погранс-
лойная часть быстрой переменной  . Правая часть второго уравнения (3.31) зависит толь-
ко от переменной    ,
m
1 0X  : 
            ( ), , , ,, ;m m m2 0 3 0 1 0 1 0f Q X 0 X 0 X H     . 
Следовательно (3.31) - динамическая система второго порядка относительно 
   ,
m
1 0X   и 
   ,
m
2 0X  . Кроме того сюда входят неизвестные пока константы 
       , ,,
m m
1 0 3 0X 0 X 0
  . Эта система имеет три неподвижные точки ( , ), , ,si 0 i 1 2 3  , причем 
s 1 s 3,   - седла, а s 2  - центр. Для выполнения уравнений (3.31) и условий (3.21), (3.36) и 
(3.37), необходимо и достаточно, чтобы имело место равенство [39]: 
   , , ,
m
s3 0X 0 m 1 2 
 ,   (3.40) 
 где s  удовлетворяет соотношениям: 
s 3
s1
( ) ( )
s si sQ ( , ;H ) 0, i 1,3; Q ( , ; H )d 0

 

       . (3.41) 
В этом случае на фазовой плоскости системы (3.31) существует ячейка, ограничен-
ная двумя гетероклиническими сепаратрисами седловых точек. Решение    ,
m
1 0X  , 
   ,
m
2 0X   с точностью до постоянных 
   ,
m
1 0X 0
  дается одной из сепаратрис, в зависимости 
от условий на бесконечности. При этом  
   ,
1
s11 0X 0  , 
   ,
2
s31 0X 0  .    (3.42) 
Анализ полученных соотношений показывает, что все фазовые траектории системы 
(3.16) близки к траекториям, состоящим из участков плавного и резкого изменения пара-
метров. Резкие изменения определяются погранслойной частью решений, их испытывает 
только быстрая переменная вблизи точки перехода, при этом медленная переменная пос-
тоянна и равна s . Плавные распределения ( z )  и ( z )  задаются регулярной частью 
решений и описываются уравнениями 
 ( ) ( )( m ) ( m ) ( m ) ( m ) ( m )Q ( , ; H ) 0, Q ( , ; H ) 0           , (3.43) 
как следует из второго равенства (3.30) и соотношений (3.33), и граничными условиями: 
 ( ) ,1 0 0      ( ) ,h2              ,
1 2
0 0z z 
        ,1 20 0z z     (3.44) 
которые получаются из (3.34), второго равенства (3.35) и (3.38). Из второго уравнения 
(3.43) следует, что плавные изменения происходят вдоль кривой локальной связи.  
В силу однозначности и обратимости функций ( z ) , ( z ) , в автосолитоне сущес-
твует однозначная связь между параметрами   и  : ( )    или ( )   . Следователь-
но уравнения (3.16) можно представить в виде: 
 ( )Q ( , ; H ) 0      ,     (3.45) 
 2 ( )Q ( , ; H ) 0       .     (3.46) 
Для каждого из этих уравнений можно ввести потенциал: 
         , ; , , ;
dU dU
Q H Q H
d d
       
 
 
. 
 (3.47) 
 Кривая локальной связи для магнитной жидкости имеет три участка (I, II, III) одно-
значной зависимости     (см. Рис.7), поэтому потенциал U  состоит из трех независи-
мых ветвей: 
      , , , ,, ;I II III I II IIIU Q H d       .   (3.48) 
Функция  U   имеет экстремум в точке h  , отвечающей однородному сос-
тоянию системы.  
Взаимное расположение кривых локальной связи и уравнения состояния для на-
магничивающейся жидкости зависит от напряженности поля H , и в определенном диапа-
зоне значений H  может быть таким, как на Рис. 7. Используем в качестве ,h h   коорди-
наты точки A , принадлежащей ветви III кривой локальной связи и средней ветви кривой 
уравнения состояния. Как показано в работе [14], эта точка соответствует асимптотически 
устойчивому однородному состоянию равновесия жидкости. Она является седловой не-
подвижной точкой динамической системы (3.17), а фазовое пространство системы (оно 
четырехмерно) содержит гомоклиническую сепаратрису, выходящую из этой седловой 
точки и входящую в ту же седловую точку. Проекция сепаратрисы на плоскость ( , )   
ABCDСВА показана жирной пунктирной линией. Эта сепаратриса определяет статичес-
кий автосолитон. Участок сепаратрисы AB, примыкающий к точке A , близок к кривой 
локальной связи, он соответствует плавным изменениям; на следующем участке BC: 
s const    - это резкое изменение; затем снова – плавное изменение вдоль кривой ло-
кальной связи, а потом – те же три участка, но проходимые в обратном порядке. 
В точке A  выполняется неравенство /2 2d U d 0   . Поэтому потенциал 
IIIU  
принимает при h   максимальное значение, а потенциал 
IU  вблизи этой точки экст-
ремумов не имеет, т.к. на ветви I нет состояний равновесия в окрестности h  . Графики 
функций  IU   и  
IIIU   пересекаются, однако точке их пересечения отвечают разные 
значения  , т.к. на ветви I:    , а на ветви III:    . Статический автосолитон можно 
построить, сшивая плавные распределения, отвечающие ветвям I и III потенциала U , с 
резким распределением в виде отрезка BC. Для построения автосолитона ветви I и III по-
тенциала необходимо расположить так, чтобы они пересекались в точке s  , где плав-
ные распределения переходят в резкое распределение, т.е. должно выполняться условие: 
   I IIIs sU U   .     (3.49) 
 Этому условию можно удовлетворить, т.к. потенциал определяется с точностью до 
аддитивной постоянной. Точка  ,h 0  является седлом, а  ,m 0  - центром динамической 
системы (3.43), ее фазовый портрет содержит гомоклиническую сепаратрису, которая вы-
ходит из седла  ,h 0  и возвращается в это седло. Соответствующее ей решение описыва-
ет распределение параметра эффективного магнитного поля в автосолитоне и может быть 
представлено в виде: 
 
 
 
, /
, /
I s
III s
z 0 z l 2
z
z l 2 z



 

  



   (3.50) 
Значения ,m m   находятся из условий: 
   I IIIm hU U        (3.51) 
   , ;m mQ H 0
    ,     (3.52) 
так как точка ( , )m m   принадлежит кривой локальной связи. 
Изменение параметра   задается выражением: 
 
 
 
, //
, / .
I s1s
III s3 s
sz 0 z l 2z l 2
z u
z l 2 z
 

  
  
 
   
  
 
  
  (3.53) 
Здесь функция u( z )  соответствует сепаратрисе ВС, а I III( z ), ( z )  ,    ,I IIIz z   
- плавные распределения, которые являются решениями задачи (3.43), (3.44). 
Ширина автосолитона s 0l 2 z  определяется соотношением: 
    
1/ 2
2 , ;
m m
s
s Il d Q H d
 

 
    

 
 
 
 
  .   (3.54) 
Решение типа статического автосолитона существует только в том случае, когда 
отрезки ,s m     ветви I и ,h s     ветви III кривой локальной связи не содержат непод-
вижных точек системы (3.43). В противном случае седловая точка ( , )h 0  не имеет гомо-
клинической сепаратрисы. 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис.7. Кривые локальной связи и уравнения состояния (a), потенциалы (b,c) и фазовые 
траектории (d) 
 
На Рис.8, 9 представлены результаты расчетов статических автосолитонов в намаг-
ничивающейся жидкости, полученные при разных значениях напряженности магнитного 
поля. На Рис.8(a) показано распределение среднего числа частиц в агрегатах 1/   
(кривая 1) и параметра эффективного магнитного поля   (кривая 2); на Рис.8(b) – измене-
ние намагничивания в слое жидкости при 48H э . На Рис.9 показано распределение па-
раметра эффективного магнитного поля и намагниченности при трех значениях H . 
Расчеты проводились при значениях параметров жидкости, приведенных в подписи 
к Рис.2. 
Периодические структуры. Статический автосолитон представляет собой реше-
ние системы (3.6), (3.7), удовлетворяющее условиям (3.8). Эта задача допускает также пе-
риодические решения в виде последовательности одинаковых страт.  
Изменение параметра эффективного магнитного поля в автосолитоне описывается 
гомоклинической сепаратрисой. Замкнутые траектории, расположенные внутри сепарат-
рисы, определяют зависимость  z  в периодических стратах (на Рис.7(d) такая траек-
тория показана пунктиром). 
 Рис.8. Статический автосолитон в намагничивающейся жидкости при 48H э  
 
Ширина страты задается выражением: 
    
1/ 2
2 , ;
n n
s
sl d Q H d
 

 
    

 
  
  
  ,   (3.55) 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис.9. Статические автосолитоны в намагничивающейся жидкости при 
47 , 48 , 49H э э э  (кривые 1, 2, 3, соответственно). 
 
а период –  
    
1/ 2
2 , ;
s t
t
p s IIIl l d Q H d
 

 
    

 
   
  
  .  (3.56) 
Значения sl  и pl  зависят от величины t  и напряженности поля. При t h   пе-
риод неограниченно возрастает, а форма страты стремится к форме автосолитона. Если 
t s  , то   sz const   ,   s10  ,  /p s3L 2  , при этом ширина страты и период 
стремятся к нулю. На Рис.10 представлена зависимость pl  (a) и sl  (b) от величины t  при 
разных значениях :H  49H   э (1), 50  э (2), 51  э (3). 
 На Рис.11 показано изменение параметров  , 1    (a) и M  (b) в периодических 
стратах при H = 50 э и t =3.96; в этом случае sl  1.25, pl  4.5. 
Полученные решения описывают образование в слое намагничивающейся жидкос-
ти одного подслоя или нескольких равноотстоящих подслоев, в которых концентрируются 
агрегаты из феррочастиц (слоистые структуры). Эти решения моделируют формирование 
стационарных структур в жидкости и в том случае, когда ось Ox  параллельна слою. Они 
реализуются в виде ориентированных вдоль магнитного поля равноотстоящих полос бо-
лее агрегированной среды (полосообразные структуры). Периодические страты наблюда-
ются экспериментально в пленках магнитной жидкости [1-4]. Сравнивая расчетные значе-
ния параметров периодических страт с экспериментом, можно найти оценки для парамет-
ров , ,D ,D      модели среды с изменяющейся микроструктурой, использованной в на-
стоящей работе: 10 c  , 7200 c  , D 2   мкм2, D 1   мкм2 [19]. 
Контрастные структуры (пичковые автосолитоны). Рассмотрим диапазон зна-
чений напряженности магнитного поля, в котором кривая локальной связи имеет V-
образную форму. В этом случае на ветвях 21, 23 кривой намагничивания жидкости (см. 
Рис.2) можно выделить интервалы значений H , для которых выполняются условия: 
( ) ( ) ( )( ) 0 ( ) 0, ( ) 0h h h h h nQ H Q H Q H
                    (2.52) 
 
 
 
 
 
 
 
Рис.10. Зависимость ширины страты и периода от значения t   
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      (3.58) 
 
 
 
 
 
Рис.11. Периодические страты в магнитной жидкости 
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 ,   ( , ; )h h H 0    .  (3.59) 
Эти соотношения означают, что параметры ,h h   определяют асимптотически 
устойчивое однородное равновесное состояние жидкости, функция ( ) ( )hQ H
     при за-
данном H имеет два корня ,h n      и существует такая точка s  , что выполняется 
равенство (3.58). При выполнении условий (3.57)-(3.59) задача (3.6)-(3.8) имеет решение 
типа контрастной структуры или пичкового автосолитона. Это решение имеет точку 
«всплеска» третьего типа [39] *x 0  и характеризуется резким изменением среднего числа 
частиц в агрегатах в D   окрестности точки *x , но слабым изменением параметра эф-
фективного магнитного поля ( )h   во всем объеме жидкости.  
Главный член асимптотики   по малому параметру   имеет вид: 
( ) ( ), ( ) ( ),h
L
x x x 0 x
2
          ,  (3.60) 
где / .x   
Функция ( )   определяется как решение задачи: 
( ) (| |), ( )h s s h
d
sign 0
d

      

      (3.61) 
и имеет обычную для пограничных функций экспоненциальную оценку: 
| ( )| exp( ), ,C p C 0 p 0      .   (3.62) 
Здесь  
/
( )(| |) ( , ; )
1 2x
h h
0
2
x Q t H dt
D


  
 
   
 
 , 
а коэффициент p  удовлетворяет неравенству: 
/
( ) ( , ; )
1 2
h h
1
Q Hp
D



   
 
. 
Асимптотическое приближение для   с точностью порядка   имеет вид: 
 
 
, /( / )
( )
( / ) , /( / )
h
ch L 2 x 0x L 2
x
2 sh L 2 ch 0 x L 2x L 2
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  
   
  
 
, 
 где 
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  

 
  ,
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Q H dQ H d
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  
     

 
  
  
  . 
Функция ( ) ( )hQ H
     при h   обращается в нуль, а на отрезке интегрирования 
отрицательна в случае s h  , но положительна в случае h s  , т.к.  
( )
/
1
1 s
m M
Q 0
kT L m M



 
 

. 
Неравенство следует из условия парамагнитности среды. Поэтому в обоих случаях 
0  . Отклонение значения   в точке *x x 0   от значения   в точке /x L 2  - малая по-
ложительная величина: 
( / )
( ) ( / )
th L 4
0 L 2
2
 
  

  . 
Распределение в слое жидкости параметров ( ), ( )1x x       и намагниченнос-
ти M  представлены на Рис.12 (точка ( , )h h   принадлежит ветви 21 кривой намагничи-
вания). 
Условия (3.57)-(3.59) выполняются для точек ветви 23 в интервале . .12 1э H 17 2э   
и для точек ветви 21  при . .32 1э H 51 2э  . В первом случае величина «всплеска» S  
отрицательна, наименьшее число частиц в агрегатах достигается при .H 17 2э  и равно 
4 . Во втором случае S  положительно, а наибольшее число частиц 6  достигается при 
.H 32 1э . 
 
 
 
 
Рис.12. Решение типа контрастной структуры (a) и соответствующее распределение на-
магниченности (b) в слое жидкости при .H 32 1э  
( ,4 2D 10 см  . , . , . , . )h h s0 1 3 74 0 24 0 17        
 Функции ( ), ( )x x   являются четными относительно точки *x 0 , возможно их 
продолжение по оси Ox  и построение решения с несколькими точками «всплеска», рас-
положенными равномерно на отрезке  / , /L 2 L 2 . Такие функции определяют слоистые 
структуры в намагничивающейся жидкости.  
Если ось Ox  параллельна слою, полученные решения описывают направленные 
вдоль поля игольчатые конфигурации из феррочастиц (полосообразные структуры), они 
наблюдаются экспериментально в пленках [1,3-5] и в объемах намагничивающейся жид-
кости [34].  
3.3. Радиально-симметричные структуры 
Предположим, что слой жидкости имеет форму кругового цилиндра радиуса R , а 
магнитное поле ортогонально слою. Рассмотрим осесимметричные стационарные реше-
ния системы (3.1). Они удовлетворяют уравнениям: 
2
( )
2
d 1 d
D Q ( , ; H ) 0
dr r dr


 
 
 
   
 
,    (3.63) 
2
( )
2
d 1 d
D Q ( , ;H ) 0
dr r dr


 
 
 
   
 
,    (3.64)
 
и краевым условиям: 
d
( 0 ) 0
dr

 ,  
d
( R ) 0
dr

 ,    (3.65) 
d
(0 ) 0
dr

 ,  
d
( R ) 0
dr

 .    (3.66) 
Первые равенства в (3.65), (3.66) – условия осевой симметрии, а вторые - отвечают 
отсутствию потоков  ,   на границе объема жидкости. Задача (3.63)-(3.66) имеет реше-
ния типа горячих (холодных) пятен [37]. 
Системы малого размера. Пусть D R D   . В приближении системы ма-
лого размера принимается c const   , и соотношения (3.63)-(3.64) приводятся к виду  
2
( )
c2
d 1 d
D Q ( , ( r );H ) 0
dr r dr


 
 
 
   
 
,    (3.67) 
R
( )
c
0
Q ( , ( r ); H )rdr 0    .     (3.68) 
 Уравнение (3.68) получается в результате осреднения первого соотношения (3.1) по 
объему жидкости.  
Уравнение (3.67) отличается от уравнения, определяющего широкую страту в пря-
моугольной декартовой системе координат, членом D d / dr / r  . Поскольку производная 
d / dr 0   всюду, кроме малой переходной области, в которой 0r r  [37], его можно апп-
роксимировать выражением: 
0
D Dd d
r dr r dr
   , 
где 0r  - радиус пятна. Поэтому уравнение (3.67) можно переписать в виде: 
( )
c
0
D
D Q ( , ;H ) 0
r

       .    (3.69) 
Здесь штрихом обозначена производная по переменной r . 
При 0r D  вторым членом в (3.69) можно пренебречь. В этом случае при зна-
чении c s  , удовлетворяющем условию: 
( R )
( )
c
( 0 )
Q ( , ;H )d 0



    , 
функция ( r )  на интервале [ , ]0 R  совпадает с функцией ( x ) , определяющей широкую 
страту на полуинтервале [ , / ]0 L 2 . 
Уравнение для размера пятна получается из условия (3.68), если заменить форму 
( r )  ступенькой. Из этого уравнения следует, что горячие (холодные) пятна существуют 
в том же диапазоне значений напряженности магнитного поля, что и горячие (холодные) 
страты. Радиус пятна связан с размером широкой страты соотношением:  
s0
Lr
R L
 .      (3.70) 
Системы большого размера. Пусть D D R    (система большого размера). 
Если ввести  безразмерную переменную /r D  , уравнения (3.63), (3.64) принимают 
вид: 
( )1 Q ( , ;H ) 0   

        (3.71) 
 2 ( )1 Q ( , ; H ) 0    

 
    
 
,    (3.72)
 
где штрихом обозначена производная по  . 
В случае И-системы уравнения (3.71)-(3.72) имеют решения типа радиально-
симметричных автосолитонов [37]. 
Наличие малого параметра при старшей производной в уравнении (3.72) позволяет 
применить для исследования системы (3.71)-(3.72) теорию сингулярных возмущений [39]. 
Аналогично предыдущему можно показать, что все фазовые траектории соответствующей 
динамической системы близки к траекториям, состоящим из участков плавного и резкого 
распределения параметров.  
Изменение среднего числа частиц в агрегатах и параметра эффективного магнитно-
го поля в радиально-симметричном автосолитоне представляется в виде: 
 
 
 
,
,
I s1 00
III s3 0
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     
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  (3.73) 
 
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I 0
III 0
0   
 
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 
 
  
,     
где 0 безразмерный радиус пятна. 
В (3.73) функция u  описывает резкое распределение, соответствующее сепаратри-
се BC  (см. Рис.7(a)), связывающей седловые точки ( , )s s1   и ( , )s s3  ;  , ,I III   
 ,I III   - плавные распределения, которые отвечают ветвям I, III однозначной зависимо-
сти среднего числа частиц в агрегатах от параметра эффективного магнитного поля на 
кривой локальной связи. Они являются решениями уравнений 
( ) ( )( , ( ); ) , ( , ; )
1
Q H 0 Q H 0       

      ,  (3.74) 
удовлетворяющими краевым условиям: 
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 
      
Значения  0 m  ,  0 m   определяются соотношениями (3.51), (3.52). 
Радиус пятна задается выражением: 
     
1
0 2 , ;
m m
s
Id Q H d
 

 
     

 
 
 
  
   . 
Радиально-симметричные автосолитоны моделируют образование в слое намагни-
чивающейся жидкости параллельные магнитному полю столбики, в которых концентри-
руются агрегаты из феррочастиц. Формирование из таких столбиков гексагональных и ла-
биринтных структур наблюдается экспериментально при включении магнитного поля, ор-
тогонального слою жидкости [1]. 
Заключение 
Получены условия термодинамической устойчивости многокомпонентных намаг-
ничивающися сред. В случае однокомпонентной среды установлена их эквивалентность 
условиям устойчивости однородных стационарных решений уравнений квазистационар-
ной феррогидродинамики по А.М.Ляпунову. Подробно проанализировано приближение 
среднего поля в гидродинамике намагничивающихся сред и его связь с классическими те-
ориями намагничивания. Предложены равновесные термодинамические модели структу-
рирования магнитных жидкостей и сформулирована замкнутая краевая задача процессов 
структурирования в рамках феноменологической теории Л.Д.Ландау фазовых переходов. 
Исследованы одномерные пространственные структуры из феррочастиц, возникающие в 
неподвижном объеме магнитной жидкости под действием постоянного однородного маг-
нитного поля. Уравнения, описывающие изменение магнитного состояния жидкости, 
определяют, в зависимости от величины поля, КV- или КИ - систему, в которой среднее 
число частиц в агрегатах является быстрой переменной, а параметр эффективного магнит-
ного поля – медленной переменной. Методами теории автосолитонов найдены стационар-
ные решения этих уравнений типа статических автосолитонов и периодических страт. По-
лученные решения реализуются в виде параллельных слоев (слоистые структуры) или по-
лос (полообразные структуры), в которых концентрируются агрегаты из феррочастиц. По-
лосовые структуры наблюдаются экспериментально в пленках магнитной жидкости. Сра-
внение расчетных значений геометрических характеристик периодических страт с экспе-
риментом позволяет найти оценки для параметров использованной в работе модели среды 
с изменяющейся микроструктурой. 
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